TECNICAS DE INTEGRACION

Tenemos varias herramientas para integrar funciones matemdticas que llegan a ser
complejas o no tan evidentes y directas con los teoremas que hemos visto en clase.
Estas técnicas las podemos clasificar como sigue:

1) Sustitucion de variables

2) Integracion por partes

3) Integracidn de potencias de funciones trigonométricas
4) Integracion por sustitucion trigonométrica

5) Fracciones parciales

A continuacién, vamos a explicar de qué se trata y como funciona cada una de ellas.

SUSTITUCION DE VARIABLES

No hay mucho escrito sobre el uso de ésta técnica en los libros mds que uno mismo se
ensefie a probar primero con ésta técnica antes que ir con las demds. Mi consejo es
que cuando veamos una integral, primero hagamos el ejercicio en la cabeza y, para
probar si la integral es candidata a resolverse por ésta técnica, tomemos el numerador
del integrando y lo derivemos para ver si podemos formar la du con lo que sobra.

Yo siempre estoy pensando en la férmula directa:

un+1

fu"du: n+1

Inlul|+C paran=-1

+C paran -1

Ala du que aparece ahi es a la que me refiero en todo lo escrito en éstas hojas.
TRUCOS:

1) Recuerda tener siempre en mente que puedes sumar y restar al mismo tiempo,
en el numerador, funciones que hacen que puedas separar el integrando en
dos fracciones que sean mas evidentes para integrar. VEASE EJEMPLO CHIDO1
MAS ABAJO.

2) Cuando tenemos dos o mds raices de diferentes potencias sea en el numerador
o denominador o ambos, usaremos siempre la sustitucidn: x = 2" y entonces dx
= n-2"*-dz donde n es el minimo comun denominador entre las potencias de las
raices.
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INTEGRACION POR PARTES

¢Recuerdas la formula para derivar el producto de dos funciones?

d
—[F() - 900) = f() - g'(0) + 9() - 1)
Si aplicamaos el operador integral en ambos lados de la ecuacién:
d
| &U@-gtndx= [ 13- g'dx+ [ 900 rxd

En el lado izquierdo de la ecuacion se cancelan los operadores integral y derivada
(porque son inversos) y nos queda:

fx)-g(x) = ff(x) +g'(x)dx + J' g(x) - f'(x)dx
Y despejando el primer término de la derecha:
[r@ - gde=f0 -9 - [ gt Fiax

Si identificamos a u = f(x) y v = g(x) y por tanto du = f'(x)dx y dv = g'(x)dx,
entonces podemos escribir la ecuacidn anterior como:

fu-dv:u-u—jv-du

Nuestra famosa férmula de integracion por partes :-)

El chiste de ésta técnica es escoger una u y una dv apropiadas que nos lleven a una
integral [ v - du que sea mas facil de resolver que la primera (o sea que fu-dv).

AQUI LES PASO MIS TRUCOS FAVORITOS:
1. Sihay una funcién exponencial SIEMPRE ponerla como dv.

Nota: cuidar que dv = e%du, es decir que u tenga su diferencial completal

Ejemplo: [ 2x3e*"dx

u=x

MAL!! EXCELENTE!
dv = e* dx dv = 2xe*’dx

2. Si hay una funcion logaritmica SIEMPRE ponerla como u. También con
funciones trigonométricas inversas, hiperbdlicas e hiperbdlicas inversas.
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3. Si hay una funcion polinomial y no aplica la regla 2, entonces la escogemos
como u.

4. El problema de las funciones trigonométricas es que no hay regla segura de
donde ponerlas. Pero por experiencia, hay que probar primero poniéndolas
como dv (SOLO SI NO APLICA LA REGLA 1). Acuérdese que hay que cuidar que
dv = f(u)du donde f es sen, cos, tan, cot, sec 0 csc.

Ejemplo: f 5x3 - sec? (x3 — 2)dx

u = 5x3 MAL! u=3x EXCELENTE!!
dv = sec? (x3 — 2)dx dv = 3x2 - sec? (x3 — 2)dx
EJDERQICI0S SELE cToS
T Cl\/ J.v - 5v~cfu

S x3* 3
= | 3T = 22 - dx = T C
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INTEGRACION DE POTENCIAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Esta técnica se utiliza cuando la integral son puras funciones trigonométricas (el
argumento puede ser otra funcion: exponencial, logaritmica, etc) elevadas a la misma

o diferentes potencias.

Cuando tenemos s6lo senos y cosenos, existen 3 casos:

CASO 1. [ sen"xdx 6 [ cos™xdx donde m y/o n son enteros positivos IMPARES.

n-1
Hacer [ sen™xdx = [ sen" 'x - senxdx = [(sen’x)7 - senxdx
n-1
= f(l — cos%x)Z - senxdx

m=1
O bien [ cos™xdx = [ cos™ 'x - cosxdx = [(cos?x)"z - cosxdx

m=1
= f(l —sen’x)"2 - cosxdx

¢Porqué? Nétese que al factorizar un senx o cosx estamos formando la du y el nimero
= . 2

n-1 0 m-1es PARy nos asegura que podamos usar siempre |a identidad sen“x=1-

cos2x. Las integrales resultantes se resuelven facilmente, después de desarrollar los

m=1

n-=1
términos (1 — cos?x)z 6 (1 — sen®x) "z , con las férmulas de:

senP*lu

fsen”u-du=——+(.‘
p+1
cosPtlu
J’cos”u-du=———+(}
pt+1

CASO 2. [ sen™x - cos™xdx donde ya sea m 6 n es un entero positivo IMPAR.

(i) Si n es IMPAR hacer [ senx:cos™xdx = [ sen™ 'x:cos™x-senxdx y

proseguir como en el Caso 1.
(ii) Si m es IMPAR hacer [ sen™x - cos™xdx = [ sen™x - cos™'x - cosxdx y

proseguir como en el Caso 1.

CASO 3. [sen™xdx 6 [cos™xdx 6 [sen™x - cos™xdx donde AMBOS m y n son

enteros positivos PARES.

n m
Factorizar sen™x = (sen®x)z y cos™x = (cos?x)z

1+cos2x
2

Y usar las identidades trigonométricas:  sen®x = ook Y LO5 % =

Y resolver después de desarrollar lo que salga.

Scanned by CamScanner



En el caso de tener funciones tangente, cotangente, secante y/o cosecante en
integrales de la forma:

[tan™u-sec®u-du 6 [cot™u-csc"u-du
La estrategia es saber usar las identidades trigonométricas:
1+tanfu=sec’u y 1+cotlu=csc’u

CASO 1. ftan™u-du 6 [cot™u-du (mesunnimero entero positivo)
Hacemos tan™u = tan™ 2u - tan®u = tan™ 2u - (sec’u — 1)
6 cot™u = cot™ 2u-cot®u = cot™ ?u - (csc’u —1)
con lo cual hemos formado la du de las funciones tan y cot, lo ves?
CASO 2. [sec™u-du 6 [csc™u-du

(i) Si n es un entero PAR,
hacemos sec™u = sec™ %u - sec?u = (tan’u + 1)2;2' . sec®u
6  csc™u=csc™ %u- esc?u = (cot?u + 1)"7.2 -csctu
(ii) Si n es un entero IMPAR, emplear INTEGRACION POR PARTES.
CASO 3. [tan™u-sec™u-du
positivo IMPAR 6 PAR y n es PAR.

6 [cot™u-csc™u-du donde mesun entero

Convertir sec™u é csc™u como en el caso 2 (i)

CASO 4. [tan™u-sec™u-du

6 [cot™u-csc™u-du donde m es un entero
positivo IMPAR y n es IMPAR.

Hacemos [ tan™u - sec™u - du = [ tan™ 'u - sec™ 'u - tanu - secu - du
6  Jeot™u-csc"u-du= [cot™ 'u-csc® tu- cotu - cscu - du

y convertir tan™ 'u 6 cot™'u usando las identidades tan’u = sectu =1 y cot’u =
csc’u— 1. Con lo cual hemos formado la du de las funciones sec (tanu - secu - du) y

csc (cotu - cscu - du), lo ves en las integrales?
CASQO 5. [tan™u-sec™u-du

6 [cot™u-csc™u-du donde m es un entero
positivo PAR y n es IMPAR.
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Convertir tan™u 6 cot™u a potencias impares de sec 0 csc respectivamente y
usar INTEGRACION POR PARTES.
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INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA

Esta téenica se usa cuando identificamos expresiones de la forma (a? = u*)",
(@ + uf)" o (u* = a?)" donde n = % ¢ 1, Se puede usar con otros n enteros positivos
pero conduce a integrales muy talachudas y es mejor Intentar una sustituclon de
variable primero. Hay sdlo 3 posibilidades;

e s 5 S i S A et

Integrando Sustitucion Tridngulo — Valor decatia
trigonométrica funcién
B . trigonométrica
T u
senf = —
a
Va2 = u?
3 cosl = S
(@ =u) | u=a send u )
tant) = ———
0 Va? =u?
(" =ur) ;
0 = sen~! =
a
i
senl = ———
Vi ¥ a®
a
(UJ + 02)1/2 cosl) = ————
~. - u - a
(@ +uh)" w=a-tand u "
tand =~
a
a si B
0=tan™'—
a
Vut — a?
senf = ———
u
a
cost = "
w=aqa-sech
2 _ a2\ 2 20/2
(u* = a*) (P=-a? T
tanf = ————
a
a u
0 = sec™!=—
a

*Recordemos que la cot, secy csc son las inversas del sen, cos y tan, respectivamente.

Scanned by CamScanner




EJERCICIOS SELECTDS
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FRACCIONES PARCIALES

P

- — ; ; (x)
Para poder utilizar ésta técnica es necesario que en la integral de la forma IE;Tde’ el

grado de P(x) sea menor que el grado de Qfx). De lo contrario, hacemos division
sintética primero. Después hay que FACTORIZAR Q(x) como un producto de factores de
patencias. Si esto no se puede hacer, tal integral no es candidata a resolverse por ésta
técnical

Tenemos 4 casos para su aplicacion:

CASO 1. Los factores de Q(x) son todos de grado 1y ninguno se repite. Es decir,
Q(x) = (a;x + by)(azx + by) - (anx + by)

P(x) _ A Az An
Q(x) = ayx+by  axx+b; a,x+b,

Entonces hacemos

Donde Ay, Ay, ..., An 500 las constantes que vamos a buscar en el siguiente paso.
Ejemplo.

f (x-1) i facmri:tar= f (x-1) dx=f( A +_B_) doc

x3-x2-2x (x2-2x)(x+1) (x2-2x) x+1
MAL!!
(x-1) _f (x-1) _fé B € Vg
j(.rz-—Zx)(x+1)dx— x(x—Z)(x+l)dx— (x+x—2+x+1)
EXCELENTE!!

CASO 2. Los factores de Q(x) son todos de grado 1y algunos (o todos) se repiten.
Digamos que el factor ayx + by se repite m veces, es decir,

Q(x) = (ayx + by)™(@zx + by) *+ (anx + by)

P(x) _ 4, A2 e e Amet
Entonces hacemos 0(x) — (ayxtby)™ | (agx+by)m-1 (ayx+by)?
Am Am+l i An
a;x+by  azx+b; apx+by

Ejemplo.
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NG f( + +“+ F_W_“)(h EXCELENTEI

™ «\':(.\"‘:)3 (\ 2y

(x3=1)dx A By C D48 ExT Oy
[ S—= J (‘ e b o *+ + = )d'\! MALN

X3 (xe=2)8 XNoX?T O x=2 0 (x-2)2 (x-2)t

CASQO 3. tos factores de Q(x) son de grado mayor que 1y ninguno se repite. £y
decir,
Q(\) = (Cg-\‘r + ‘\:‘\.r‘—l LR S AWIRR o k‘,-) 4% ((‘\.\‘ + ([3.\‘" Yot (!¢~ A\ + (E()

Entonces hacemos

P(x) _  Apx™ '+t A, x4,
Q) ~ C1x" + X" b vk Xk 0y
i Bxt™'4 o+ B x+ B,
dyxt -+ daxt 14 b deg et dg

—i’- (XN

Donde Ay, .., Au, Ay, By, .., By, By son las constantes que vamos a buscar en el
siguiente paso.

Ejemplo.

—2x3 +5x = 10x + 7 __j‘ Av+ B Cx* +Dx+ 8
(1 +2x+2)(@3+ 202+ 1) X \'3+2.\'+2+ +2x° + 1

CASO 4. Los factores de Q(x) son de grado mayor que 1 y algunos (0 todos) se

repiten.

Hacemos lo mismo que en el caso 2 combinado con el caso 3. Por ejemplo, si tenemos
un término c;x’ + cxT" R T S CroiX+ € Que se repite m veces, entonces
haremos:

3 A x™ e+ A e+ A,
T (e XT + a0
Bix™ 14 .+ B._1x+ B,
(C1XT + ™1 + v+ €y X+ €)M
N Dx™ 14 4D, _yx+D,
C1xXT + Cx 1+t X+ 0,
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' Ve s(/l Hyt(
s #1155 8 oI | il W, 7 MALII
‘ \‘(r»’ ,“‘“i)}_ ’\ .‘ v ' (l“‘—'l,l ‘vﬁ)‘.‘-) /\

7 X 0 A IIER A Dx A8 H y
eepe— ] ARSI /. ok TR . EXCELENTE!I
“ v(v? --l‘\'llﬁ)"d'\ ’ (.v I NA-Av b I (.\""--4,H.'i)"‘)dx

MITRUCO FAVOIITO usando ésta téenlea;

Coando apliques el caso 3y A, tomi en cuenta |a derlvada de los términos de grado
Mmayor a 1 para formar las fracclonas parciales,,, esto te ahorrard pasos al integrar mas
adelante|
: ” 2 g Y
Enelsjemplo anterior, observa nque Tx (\ -4 .)) =2x—4
dx
Entonces es mejor todavia hacer;
X =2
[ V(v AN h)?

Porqué? Porque asl te estds anticipando a formar la du de cada fracclén parcial en un

SR

(A 2G=nre Dby,
X X = A4x 45 (x? — Ax + 5)*

solo paso, no es genlaly <D
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EJERCICI0S RESUELTOS
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= XK = - ’

IR (x-2)(x2-2x+1) (%=2) (x=1)"
L__S_f.isl_}h;ﬁa/e_fcmivuqr..j

C. Pcf ‘o £0ﬁ£\°‘-

= B
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